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1. Soit X un espace topologique compact. Notons C(X) l’algebre 
des applications continues de X dans C, munie de la norme de la 
convergence uniforme. 
DEFINITION 1. Une sous algebre A de C(X) sera dite fonda- 
mentale si elle est fermee, si 1 E A, et si pour tout homomorphisme @ 
de A dans C( f 0), ‘1 i existe une seule mesure positive sur X, soit ma , 
telle que pour toutfE A, on ait: 
Q(f) = jfdm@. 
D~INITION 2. &ant don&e une sous algebre A de C(X), nous 
appellerons sur-algebre de A toute sous-algebre fermee de C(X), 
contenant A. 
Le but de cet article est d’exposer quelques resultats relatifs a 
l’ensemble des sur-algebres d’une algebre fondamentale. 
Ces resultats avaient CtC annonces dans [I]. Les proprietes utilisees 
des algebres fondamentales sont dues a G. Lumer [3]. 
Le corollaire du Theo&me 3 contient, sous forme abstraite, le 
theorbme de Mergelyan sur l’approximation de fonctions analytiques 
par des polynomes, ainsi que le theoritme de maximalite de Wermer. 
Les id&es utilisees sont issues de [Z]. 
2. REMARQUES PR~~LIMINAIRES. NOTATIONS 
Soit A une sous-algebre fondamentale de C(X). Notons Sp A 
le spectre (espace de Gelfand) de A. On peut identifier Sp A au 
compact form6 des mesures m, positives de masse un sur X, multi- 
plicatives sur A (telles que Jfg dm = Jf dm Jg dm si f s A et g E A). 
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Soit B une sur-algebre de A, B est a fortiori fondamentale et la 
m&me identification permet d’ecrire: 
XCSpBCSpA. 
La relation d’equivalence de Gleason sur Sp B (definie par B) est, 
du fait que B est fondamentale, la relation de mutuelle absolue 
continuite entre elements de Sp B (consider& comme mesures sur X). 
Les parties de Gleason de Sp B sont done les traces sur Sp B des 
parties de Gleason de Sp A. 
Rappelons encore que si m et m’ c Sp A ne sont pas dans la m&me 
partie de Gleason, elles sont singulieres [2]. 
3. RBSULTATS 
Nous donnons ici 1’CnoncC des resultats obtenus. 
THBORBME 1. Soit A une sous-alg8bre fondamentale de C(X). 
Soit B une sur-algdbre de A. Sp B est une union de parties de Gleason 
de Sp A. 
DEFINITION 3. Une sous-algebre fondamentale A de C(X) sera 
dite semi-principale si pour tout m E Sp A \ X, l’ideal Am des 
elements de A nuls en m (Jf dm = 0) est engendre par un Clement. 
THIZORBME 2. Soit A une sous-alg&bre fondamentale et semi- 
principale de C(X). Soit 2 une partie de Sp A. Les assertions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(i) I1 existe une sur-algdbre B de A telle que Sp B = Z 
(ii) Z 3 X et Z est union de parties de Gleason de Sp A 
(iii) Z 3 X et Z \ X est ouvert et fermi’ dans Sp A \ X. 
COROLLAIRE. Soit A une sous-alglbre fondamentale et semi- 
principale de C(X). Les parties de Gleason de Sp A sont d’une part les 
Clt!ments de X, d’autre part les composantes connexes de Sp A \ X. 
Ces composantes connexes sont ouvertes et fermkes dans Sp A \ X. 
Le ThCoreme 1 limitait le champ d’investigation dans la recherche 
des sur-algebres; le Theoreme 2, moyennant l’hypothese de semi- 
principalite, decrit l’ensemble des spectres possibles pour les sur- 
algebres. 11 reste a decrire le nombre de sur-algebres de spectre 
don&: 
116 BERNARD 
THBORBME 3. Suit A une sous-algebre fondamentale et semi- 
princs$ale de C(X). S oient 2, et 2, deux parties de Sp A telles que 
Z,3 2, . Notons &?I (resp. 49.J l’ensemble des sur-algdbres de A de 
spectre 2, (resp. 2,). 
Alors, si .G91 et g2 sent non vides, il existe une injection de gI 
duns a2 . 
Un probkme ouvert est de savoir si, B designant une sous algebre 
fondamentale de C(X) telle que Sp B = X, on a forcement B =C(X). 
Une reponse affirmative simplifierait le ThCortme 3. PrCcisCment: 
COROLLAIRE. Suit A une sous algebre fondamentale et semi-principale 
de C(X). Si C(X) est la seule sur-algebre de A ayant pour spectre X, 
alors l’ensemble des SUY algbbres de A est “isomorphe” d E’ensemble des 
composantes connexes de Sp A \ X. 
THBORBME 4. Suit X un compact de C in&s duns l’adh&ence de la 
composante connexe non bornee de son complementaire. L’algebre A des 
limites un$ormes SUY X de polynomes est localement defkie SUY X 
(Definition 8). 
4. DI~MONSTRATIONS ( UTILISATION DE SUR-ALG~BRES PARTICULI~RES) 
Soit A une sous-algebre fondamentale de C(X). Soit 2 une partie 
de Sp A. 
D~INITION 4. Nous noterons EL(A) I’ensemble des mesures u 
sur X telles que 
6) UEA’. 
(ii) u soit singulii?re par rapport a tout Clement de 2. Nous 
noterons E,(A) l’orthogonal dans C(X) de &(A). 
DI~FINITION 5. Nous noterons &(A) 1 ‘ensemble des mesures u 
sur X telles que 
(9 UEAJ-. 
de(z u soit absolument continue par rapport a au moins un Clement 
Nous noterons F,(A) l’orthogonal dans C(X) de F;(A). 
DEFINITION 6. Nous noterons R,(A) la sous-algebre fermee de 
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C(X) engendrCe par les quotients f/g, oh f E A, g E A et g ne prend 
pas la valeur 0 sur 2 U X. 
PROPOSITION 1. Soit A une sous a@bre fondamentale de C(X). 
Soit 2 une partie de Sp A. Alors 
(i) E,(A) etFz(A) sont deux SW algbbres de A. 
(ii) Sp F,(A) 3 2. 
(iii) A = E,(A) n F,(A). 
(iv) Si Z est union de parties de Gleason, posant Z’ = Sp A \ Z, 
on a E,,(A) CF,(A), 
(v) Si 2 est l’union des parties de Gleason de A coupant Z, 
E,(A) = J%(4 F,(A) = c?(A). 
(vi) Si B est une SW algbbre de A telle que Sp B 3 Z, alors 
B CF,(A). si SpB =Z, SpF,(A) = 2. 
Dtmonstration: (i) A &ant une sous alghbre de C(X), Al est une 
A-module. Or E&(A) (resp. l’espace engendrC par F;(A)) est inter- 
section de Al et d’un C(X)-module. On en dkduit que E,(A) et 
F,(A) sont deux sous-algkbres (fermtes) de C(X) contenant A. 
(ii) Ii faut montrer que pour tout m E Z, le sous espace Jm = 
es un id&al de F,(A). Notons 1;, = {f E A, t 
; on a successivement: 





~EFz(A) et gEIm ti fgdm = 0 i 
f~ln, et gEA+ Jf 
ngdm=O 
feJJm*fdmIA 
fs Jmf’~Fz(4 =-ff’El,n (par dkfinition de F,(A)) 
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(iii) Par itkration du thCo&me de F. et M. Riesz on a AJ- = 
G(A) + F;(A) (cf PI, Th CoGme 1). On en dCduit A = E,(A) n F,(A) 
(iv) Soit p E&,(A): il existe m’ E Z’ telle que dp = h dm’. 
Or pour tout m E Z, m et m’ sont singulikes, done p E E;(A). Done 
E;(A) C&,(A). D’oh le rksultat. 
(v) On a trivialement &(A) = i?i(A) et &(A) = Fi(A) d’oti le 
rkultat. 
(vi) Montrons que 2 C Sp B => F&(A) C BJ-. Soit dp = h dm un 
Clement de &(A). dp &ant orthogonale & A, h est limite dans Ll(dm) 
d’C1Cments de A, done & fortiori d’C1Cments de B, done dp est ortho- 
gonale B B. (Caractkisations des classes de Hardy II’ dans A et B). 
On en dCduit B CF,(A). 
Si de plus Sp B L- 2, on a done Sp F=(A) C 2. Or d’apr& (ii) on 
a l’inclusion opposke, d’oh 1’CgalitC cherchke. 
Remarque. S’il existe une sur alg&bre B de spectre 2, (vi) montre 
qu’en fait F,(A) est maximum dans l’ensemble des sur-alg&bres de A 
admettant pour spectre 2 (ou admettant un spectre contenant 2). 
Le ThCor6me 1 est maintenant cons6quence triviale de (v) et (vi). 
PROPOSITION 2. Soit A une sowalgsbre fondamentale et semi- 
principale de C(X). Soit Z une partie de Sp A, contenant X, union de 
parties de Gleason de Sp A. Notons Z’ = Sp A \ Z. Alors 
(i) Sp E,<(A) = Z. 
(ii) SpF,(A) = Z. 
(iii) Sp ii,(A) = Z (et Rz(A) t es minimum dans l’ensemble des SW 
algdbres de A de spectre Z-ou de spectre inclus dans Z). 
De’monstration: (i) Montrons tout d’abord que si m E Z’, 
m $ Sp E,,(A): Soit I, I’idCal des Cltments de A nuls en m. Soit f 
un gCnCrateur de I,, . f ne s’annule qu’en m et m $ X done (l/f) E C(X). 
Soit p E E&,(A). (l/f) dp est orthogonale g I, . Or dp est singulke 
par rapport g dm. Done, d’aprb le thtortme de F. et M. Riesz 
SW) 4 = 0. D one (l/f) E E,,(A). Done m $ Sp E,,(A). 
Or d’aprb la Proposition 1, (ii) et (iv), Sp E,,(A) 3 Z, d’oh (i). 
(ii) D’aprb la Proposition 1 (ii) et (iv) on dCduit de (i) que 
SpF,(A) = 2. 
(iii) Soit m $ Z. I, &ant principal, il existe f E A ne s’annulant 
qu’en m. Alors (lif) E Rz(A). D one Sp R,(A) C Z. Soit B une sur- 
alg&bre telle que Sp B C Z. Soit g E A ne prenant pas la valeur 0 sur 
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2: (l/g) E B. On en deduit que R,(A) C B, d’oh le fait que R,(A) 
est minimum, et en choisissant par exemple B = F,(A), le fait que 
sp R,(A) = 2. 
Montrons maintenant le The’ordme 2: 
(i) => (ii) est consequence du Theo&me 1 
(ii) 3 (i) est consequence de (i) (ou (ii)) de la Proposition 2 
(ii) 3 (iii). En effet Sp E,(A) = Z’ u X. Done Z’ u X est ferme 
dans Sp A. Done Z’ = (ZU X) \ X est ferme dans Sp A \ X. 
Enfin Sp F,(A) = 2, d one 2 est ferme dans Sp A, done Z’ est ouvert 
dans Sp A, done dans Sp A \ X. 
(iii) 3 (ii). En effet, soit A une partie de Gleason de Sp A: comme 
ci-dessus d est ouvert et ferme dans Sp A \ X. Or A est connexe 
(par exemple comme image continue d’un disque d’apres un theoreme 
de J. Wermer [4]). D one est soit un point de X, soit une composante 
connexe de Sp A \ X. Soit maintenant Z 3 X tel que Z\ X soit 
ouvert et ferme dans Sp A \ X: 2 est union de X et de composantes 
connexes de Sp A \ X, done est union de parties de Gleason. 
Nous avons en fait montre le corollaire en mCme temps que le 
Theo&me 2. 
Remarque. La situation est done la meilleure possible: les parties 
de Gleason sont d’une part des points de X, d’autre part les compo- 
santes connexes de Sp A \ X. Ces derniers sont ouvertes et par suite 
non reduites a un point (d’aprb le theoreme des idempotents de Silov). 
De’monstration du Thbordme 3: Posons A, = Rzl(A). Nous avons vu 
que A, E aI et que A, est le minimum de BI . Considerons l’applica- 
tion 0 definie par B -+ E,;(B) ( oh Zi = Z, - Z, et ou E,;(B) est 
definie a partir de Zi et B comme E,(A) a partir de Z et A). Sl B E ~49~ 
E,;(B) E AYz (d’apres la Proposition 2 appliquee a A, - A, est semi- 
prmcipale comme A - E,;(A,) E ~59~) or E,;(B) r> E,;(A,), done 
Sp E,;(B) C Z, u X = Z, . Or d’aprb la Proposition 1 (iv) 
Sp E,;(B) 3 Sp F,,(B). Or Sp F,&B) = Z, (Proposition 1 (vi)). Done 
Sp E,;(B) = Z,). @ est done une application de gI dans gB, . 
0 est injective, en effet (Proposition 1 (iii)), B = E,;(B) nF,;(B) 
et lorsque B parcourt a1 , F,;(B) = F,.(A,) (en effet F,;(A,) est la 
sur-algebre maximum de A, de spectre &’ u X-Proposition I, (vi)- 
et F,;(B) est une telle sur-algebre contenant F,;(A,)). 
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Le corollaire du Theoreme 3 s’obtient ensuite en prenant 2, = X: 
s’il n’y a qu’une seule sur-algebre de spectre X, deux sur-algebres B 
et B’ de m&me spectre sont forcement &gales. 
5. CAS D’UN COMPACT DU PLAN COMPLEXE 
Soit K un compact de C. Notons X sa front&e topologique. 
Notons aK l’algebre des limites uniformes sur K de fractions ration- 
nelles a poles hors de K: 
2, est (isometrique a) une sous-algebre fermee de C(X). 
DJ~FINITION 7. Nous qualifierons K de fondamental si aK est 
une sous-algebre fondamentale de C(X). 
Exemple. Si K est simplement connexe, K est fondamental [2]. 
PROPOSITION 3. Si K est fondamental, I?, est une sous-algdbre 
fondamentale, semi-principale, de C(X). I?, n’admet qu’une seule sur- 
algkbre de spectre X. 
De’monstration: Seule la derniere affirmation est non triviale. Elle 
est consequence d’un theoreme de E. Bishop (cf. [2]). Donnons en 
une demonstration directe: 11 suffit tvidemment de montrer que 
I’algebre R, des fractions rationnelles a poles hors de X est dense 
dans C(X). Soit p une mesure sur X orthogonale a cette algebre: 
Soit a E X tel que J 1 dp/(z - a)1 converge: la mesure dp/(z - a) 
est orthogonale a l’ideal des elements de Rx nuls en a. D’apres le 
theoreme de F. et M. Riesz on en deduit sdp/(x - a) = 0. 
D’autre part si a $ X J dp/(z - a) est nul. Done J dp/(x - a) est 
nul la ou J” / dp/(x - a)[ converge. 11 est alors classique que p = 0, 
c.q.f.d. 
La Proposition 3 permet done d’appliquer le corollaire du 
Theo&me 3. Nous allons en voir une consequence. 
DEFINITION 8. Soit X un compact, A une sous-algebre de C(X). 
Nous dirons que f E C(X) est localement dans A si pour tout x E X, 
il existe un voisinage V de x dans X tel que f/V (restriction de f B V) 
appartienne a A(V) (algebre des restrictions a V des elements de A). 
Nous dirons que A est localement definie sur X si d&s que f est 
localement dans A, f est dans A. 
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Rappelons que A est dite analytique sur X si d&s que f E A est 
nulle sur un ouvert non vide de X, f est nulle sur X. 
Nous utiliserons le lemme suivant, trivial: 
LEMME. Si A est analytique sur X, alors 
X connexe o A localement &jinie SW X. 
Nous allons dcmontrer le theoreme suivant qui contient le 
Theo&me 4. 
THBOR~ME 4bis. Soit K un compact de C, X sa front&e. Si K est 
fondamental, i?, est localement d@inie sur X. 
Remarque. IiK est d’aprb le theoreme de Mergelyan (conskquence 
dans notre cadre de la Proposition 3 et du Theo&me 3) localement 
definie sur K (son spectre); X est la front&e de Silov de I?, ; mais 
il ne faudrait pas croire que localement definie sur le spectre entraine 
localement definie sur la front&e de Silov (contre exemple H” : H” 
est analytique sur son spectre, done sur sa frontier-e de Silov, mais 
cette frontier-e de Silov n’est pas connexe). 
Pour demontrer le ThCoreme 4bis nous aurons besoin de la propo- 
sition suivante: 
PROPOSITION 4. Soit K un compact de C, X sa front&e. Si K est 
fondamental, K \ X est simplement connexe. 
De’monstration: Soit A une composante connexe de K \ X. Nous 
savons que est une partie de Gleason de K pour Rd: (soit d’apres le 
corollaire du Theortme 2 soit plus directement). Done, d’apres un 
th&oreme de J. Wermer ([JJ) ‘1 I existe une application 91 du disque 
D = {z, 1 z / < l} sur A telle que 
(i) y soit bijective 
(ii) pour tout f E R,, f o CJI est holomorphe sur D. 
up est bien stir continue. Du fait que x E RK, p est holomorphe, done 
ouverte, done finalement bicontinue. A est done simplement connexe. 
c.q.f.d. 
Dkmonstration du Thtortme 4bis: Soit {A,}i.r la famille des compo- 
santes connexes de K \ X. Soit Ai la sur-algebre de R, de spectre 
X u Ai . On a RK = n (Ai , i E J>. La propriete d’etre Iocalement 
definie &ant stable par intersection (trivial) il suffit de montrer que 
chaque Ai est localement definie sur X. Notons Xi la front&e de 
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d,(X, = di A X) t e ri I’application restriction de C(X) sur C(Xi). 
r;lr,(A,) est une sur-algebre de Ai ayant pour spectre di u X, done 
d’aprbs le corollaire du ThCoreme 3 y;‘ri(Ai) = Ai . Done pour que 
Ai soit localement definie sur X il suffit que ri(Ai) le soit sur Xi . 
Or ri(Ai) est analytique sur X, (soit du fait qu’elle l’est sur d, u Xi , 
soit en utilisant la formule de Jensen). 11 suffit done de montrer que 
Xi est connexe. Mais ce dernier fait resulte de la Proposition 4. 
Remarque. Soit A une sous-algebre fondamentale semi-principale 
de C(X), telle que C(X) en soit la seule sur-algebre de spectre X. Alors: 
Toute mesure sur X orthogonale a A, singuliere par rapport a tout 
Clement de Sp A, est nulle (et A est par suite une algebre de Dirichlet). 
DCmonstration: D’apres la Proposition 2, posant x’ = Sp A \ X, 
on a Sp E,(A) = X. Done d’aprb l’hypothbe, E,(A) = C(X). 
Par definition de E,,(A), on en deduit le resultat. 11 reste a verifier 
que A est de Dirichlet: Soit p une mesure reelle sur X, orthogonale 
a A. Soit m un Clement de Sp A. Soit dp = h dm + dr-l, la decom- 
position de CL. On sait que h E IP(dm) (adherence de A dans Ll(dm)). 
Par application du theoreme de Szegii a la mesure dh = ) 1 - th 1 dm, 
on en deduit que J log] 1 - th ) dm > 0 pour tout reel t. Ceci entraine 
h = 0. Done t.~ est singuliere par rapport a m. Ceci &ant vrai quelque 
soit m, on en deduit que p est nulle. 
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